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Гравитационные волны на глубокой воде

✲

✻

x

y

η(x , t)

♥z

Потенциальное безвихревое тече-

ние

△φ(x , y , t) = 0

Граничные условия:

[ ∂φ

∂t
+ 1

2
|∇φ|2 + gη = P

ρ
,

∂η

∂t
+ ηxφx = φy

∣

∣

∣

∣

при y = η(x , t).

∂φ

∂y
= 0, y → −∞
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Гамильтониан

Гамильтониан H полная энергия жидкости H = T + U

T =
1

2

∫

∞

−∞

dx

∫ η

−∞

(∇Φ)2dy ,

U =
g

2

∫

η
2
dx .

∂η

∂t
=

δH

δΨ
,

∂Ψ

∂t
= −

δH

δη
,

Ψ(x , t) = Φ(x , y , t)|
y=η

H =
1

2

∫

∞

−∞

ΨĜ(η)Ψdx +
g

2

∫

∞

−∞

η
2
dx

H =
1

2

∫

gη
2 + ψk̂ψdx −

1

2

∫

{(k̂ψ)2 − (ψx)
2}ηdx+

+
1

2

∫

{ψxxη
2
k̂ψ + ψk̂(ηk̂(ηk̂ψ))}dx + . . .
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Преобразование η(x , t), ψ(x , t)→ b(x , t)

H =
1

2

∫

gη2 + ψk̂ψdx − 1

2

∫

{(k̂ψ)2 − (ψx)
2}ηdx+

+
1

2

∫

{ψxxη
2k̂ψ + ψk̂(ηk̂(ηk̂ψ))}dx

η(x , t), ψ(x , t) → b(x , t)

H =

∫

ωkbkb
∗

kdk +
1

2

∫

(T̃kk1,k2k3 − (ωk + ωk1 − ωk2 − ωk3)B̃
k2k3
kk1

)×

×b∗kb
∗

k1
bk2bk3δk+k1−k2−k3dkdk1dk2dk3

условия симметрии B̃kk1
k2k3

B̃kk1
k2k3

= B̃k1k
k2k3

= B̃kk1
k3k2

= −(B̃k2k3
kk1

)∗.

При B̃kk1
k2k3

= 0 - уравнение Захарова.
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4-волновой резонанс
Коэффициент T̃kk1,k2k3 = 0 на резонансной поверхности:

k + k1 = k2 + k3,

ωk + ωk1 = ωk2 + ωk3 ,

с единственным нетривиальным решением:

k = a(1 + ζ)2,

k1 = a(1 + ζ)2ζ2,

k2 = −aζ2,

k3 = a(1 + ζ + ζ2)2;

0 < ζ < 1 и a > 0. Тривиальное решение:

k2 = k1, k3 = k , k2 = k , k3 = k1,

T̃kk1 = T̃ kk1
kk1

=
1

4π
|k ||k1| (|k + k1| − |k − k1|) .

T kk1
k2k3

=

[

1

2
(T̃kk2 + T̃kk3 + T̃k1k2 + T̃k1k3) −

− 1

4
(T̃kk + T̃k1k1 + T̃k2k2 + T̃k3k3)

]

θ(kk1k2k3),
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4-волновой резонанс
Рассматриваются волны, распространяющиеся в одном направлении
k > 0.

T kk1
k2k3

=

[

− 1

8π
(kk2|k − k2|+ kk3|k − k3|+ k1k2|k1 − k2|+ k1k3|k1 − k3|) +

+
1

8π
(kk1(k + k1) + k2k3(k2 + k3))

]

θ(k)θ(k1)θ(k2)θ(k3)

θ(x) =

{

0, if x 6 0;

1, if x > 0.

Выбирая B̃kk1
k2k3

B̃kk1
k2k3

=
T̃ kk1
k2k3

− T kk1
k2k3

ωk + ωk1 − ωk2 − ωk3

.

Гамильтониан в k пространстве:

H =

∫

ωkbkb
∗

kdk +
1

2

∫

T k2k3
kk1

b∗kb
∗

k1
bk2bk3δk+k1−k2−k3dkdk1dk2dk3

A.I. Dyachenko, V.E. Zakharov A dynamical equation for water waves in one

horizontal dimension, European Journal of Mechanics - B/Fluids, 32, (2012) p.17-21
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Гамильнониан и уравнение в x -пространстве

H =

∫

b∗ω̂kbdx +
1

2

∫

|b′|2
[

i

2
(bb′∗ − b∗b′)− K̂ |b|2

]

dx .

Соответствующее уравнение

i ḃ = ω̂kb +
i

4
P̂+

[

b∗
∂

∂x
(b′

2
)− ∂

∂x
(b∗′

∂

∂x
b2)

]

−

−1

2
P̂+

[

b · K̂(|b′|2)− ∂

∂x
(b′K̂(|b|2))

]

.

kb∗k ⇔ i
∂

∂x
b∗

kbk ⇔ −i
∂

∂x
b

|k − k2|b∗kbk ⇔ K (|b|2)
[

η(x) =
1√
2g

1
4

(k̂
1
4 b(x) + k̂

1
4 b∗(x)) +

k̂

4
√
g
[k̂

1
4 b(x)− k̂

1
4 b∗(x)]2

]

A.I. Dyachenko, V.E. Zakharov A dynamical equation for water waves in one

horizontal dimension, European Journal of Mechanics - B/Fluids, 32, (2012) p.17-21
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Монохроматическая волна

Простейшее решение уравнения:

b(x) = B0e
i(k0x−ω0t)

ω0 = ωk0 + k3
0 |B0|2.

|B0|2 =
1

2

ωk0

k0
η20 ,

Согласуется с известным соотношением Стокса для частоты волны
конечной амплитуды.

ω0 = ωk0(1 +
1

2
k2
0 |η0|2).
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Модуляционная неустойчивость монохроматической
волны

Возмущенное решение монохроматической волны:

b = (B0 + δb(x , t))e i(k0x−ω0t)

где B0 = const. Линеаризованное уравнение имеет следующее
решение:

δb ⇒ δbeγk t+i(kx−Ωk t),

Выражение для инкремента роста γk :

γ2k =
1

8

ω2
k0

k4
0

(1− 6µ2)k2

[

µ2(k0 −
|k|
2
)2 − k2

8

]

.
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Бризер

Бризер решение следующего вида:

b(x , t) = B(x − Vt)e i(k0x−ω0t), bk = e i(Ω+Vk)tφk

φk удовлетворяет уравнению:

(Ω + Vk − ωk)φk =
1

2

∫

T k2k3
kk1

φ∗k1φk2φk3δk+k1−k2−k3dk1dk2dk3

Численное решение - метод Петвиашвили

φn+1
k =

NLnk
Mk

[

< φn · NL(φn) >
φn ·Mφn

]γ

Mk = Ω+ Vk − ωk

NL(φn) =
i

4

[

φ∗
∂

∂x
(φ′

2
)− ∂

∂x
(φ∗′

∂

∂x
φ2)

]n

−1

2

[

φ · K̂(|φ′|2)− ∂

∂x
(φ′K̂(|φ|2))

]n
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Результаты. Бризер Ω = 4.01,V = 1/16, k0 ∼ 64
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Результаты. Столкновение двух бризеров
Ω1 = 4.01V1 = 1/16,Ω2 = 4.51,V1 = 1/18
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Коэффициент 6-волновых взаимодействий

p1

✲
q3

✲

q1
✻

q2

❄

p2

❄

p3

✻r
✛
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Коэффициент 6-волновых взаимодействий

T p1p2p3
q1q2q3

=
T p1q1+q2−p1
q1q2

T
p2p3
p2+p3−q3q3

ωp2+p3−q3 + ωq3 − ωp2 − ωp3

+
T p1q3+q2−p1
q3q2

T
p2p3
p2+p3−q1q1

ωp2+p3−q1 + ωq1 − ωp2 − ωp3

+

+
T p1q1+q3−p1
q1q3

T
p2p3
p2+p3−q2q2

ωp2+p3−q2 + ωq2 − ωp2 − ωp3

+
T

p1p2
p1+p2−q1q1

T q2+q3−p3p3
q2q3

ωq2+q3−p3 + ωp3 − ωq2 − ωq3

+

+
T

p1p2
p1+p2−q2q2

T q1+q3−p3p3
q1q3

ωq1+q3−p3 + ωp3 − ωq1 − ωq3

+
T

p1p2
p1+p2−q3q3

T q2+q1−p3p3
q2q1

ωq1+q2−p3 + ωp3 − ωq1 − ωq2

+

+
T

p1p3
p1+p3−q1q1

T q2+q3−p2p2
q2q3

ωq2+q3−p2 + ωp2 − ωq2 − ωq3

+
T

p1p3
p1+p3−q2q2

T q1+q3−p2p2
q1q3

ωq1+q3−p2 + ωp2 − ωq1 − ωq3

+

+
T

p1p3
p1+p3−q3q3

T q2+q1−p2p2
q2q1

ωq1+q2−p2 + ωp2 − ωq1 − ωq2

6= 0

На резонансной поверхности

p1+p2+p3 = q1+q2+q3, ωp1 +ωp2 +ωp3 = ωq1 +ωq2 +ωq3 ,
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Квазидвумерные поверхностные волны. Уравнение в x , y
пространстве

Рассматриваются поверхностные волны слабонеднородные в
поперечном направлении.

ωkx =⇒ ωkx ,ky ,
ky

kx
≪ 1

b(x) =⇒ b(x , y)

H =

∫

b∗ω̂kx ,kybdxdy +
1

2

∫

|b′x |2
[

i

2
(bb′∗x − b∗b′x)− K̂x |b|2

]

dxdy .

Соответсвующее уравнение движения:

i
∂b

∂t
= ω̂kx ,kyb +

i

4
P̂+

[

b∗
∂

∂x
(b′x

2
)− ∂

∂x
(b∗x

′ ∂

∂x
b2)

]

−

−1

2
P̂+

[

b · k̂(|b′x |2)−
∂

∂x
(b′x k̂(|b|2))

]

.
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Численное решение уравнения

i
∂b

∂t
= ω̂kx ,kyb +

i

4
P̂+

[

b∗
∂

∂x
(b′x

2
)− ∂

∂x
(b∗x

′ ∂

∂x
b2)

]

−

−1

2
P̂+

[

b · k̂(|b′x |2)−
∂

∂x
(b′x k̂(|b|2))

]

.

◮ Периодические граничные условия x ∈ [0, 2π], y ∈ [0, 2π]

◮ Интегрирование уравнения - метод Рунге-Кутта O(t4)

◮ 1-D быстрое преобразование Фурье при вычислении 2D
нелинейной части (библиотека FFTW)
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Монохроматическая волна

Простейшее решение уравнения:

b(x , y , t) = B0e
i(kx0x+ky0 y−ω0t)

Нелинейный сдвиг частоты:

ω0 = ωkx0 ,ky0
+ k3

x0
|B0|2.
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Модуляционная неустойчивость монохроматической
волны

Рассматриваем возмущение решения:

b(x , y , t) = B0e
i(kx0x+ky0 y−ω0t),

или в Фурье пространстве:

b(kx , ky , t) = 2πB0δkx−kx0
δky−ky0

e−iω0t ,

Возмущенное решение имеет вид:

b ⇒ (bkx0 ,ky0+δbkx0+kx ,ky0+ky e
γkx ,ky t−iΩ+t+δbkx0−kx ,ky0−ky e

γkx ,ky t−iΩ
−
t)e−iω0t .
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Инкремент роста возмущений (ky0 = 0)

µ2 = 2|B0|2
k3
x0

ωk0
- крутизна несущей волны.

γ2kx ,ky =
1

8

ω2
k0

k4
0

k2
x

[(

1− 2

(

ky

kx

)2
)

− 6µ2

][

µ2

(

k0 −
|kx |
2

)2

− k2
x

8

(

1− 2

(

ky

kx

)2
)

-20

-10

0

10

20

kx -10

0

10

ky

0.0000

0.0005

0.0010

Γ 2

Инкремент γ
2
kx ,ky

,

kx0 = 25, ky0 = 0, |B0| = 0.0015(µ ∼ 0.12)
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ky
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). Черная точка

(kx = 5, ky = 5) в "устойчивой"области,
красная(kx = 5, ky = 2)- в неустойчивой
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2D НУШ

Ищем решения вида:

b(x , y , t) = f (x , y , t)e i(kx0x−ω0t)

где ω0 = ωkx0 ,0
. Разложение ωkx ,ky около ωkx0 ,0

:

ωkx0 ,ky
= ω0

(

1 +
kx

2kx0
− k2

x

8k2
x0

+
k2
y

4k2
x0

)

+ O(k3
x , k

3
y )

2D НУШ:

i
∂f (x , y , t)

∂t
= − ω0

2kx0

∂f (x , y , t)

∂x
+

ω0

8k2
x0

∂2f (x , y , t)

∂x2
−

− ω0

4k2
x0

∂2f (x , y , t)

∂y2
+ k3

x0
|f (x , y , t)|2f (x , y , t)
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Defocusing NLSE

Рассматриваем только поперечные возмущения:

f (x , y , t) → f (y , t)

Нелинейное Уравнение Шредингера с дефокусировкой:

i
∂f (y , t)

∂t
= − ω0

4k2
x0

∂2f (y , t)

∂y2
+ k3

x0
|f (y , t)|2f (y , t)

Решения для defocusing NLSE известны:(кинк, серый солитон,
темный солитон)

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt

R(y − Vt) и фаза Θ(y − Vt) - действительные функции
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Серый солитон

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt

Фаза Θ(ξ):

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

Решение для R(ξ):

R2(ξ) = A2
(

k2sn2(αξ, k2) + b
)

здесь α = Tm
4π ,m ∈ Z , для k 6= 1, T - период эллиптического синуса.

A = α

√

ω0

2k5
x0

c = ±α
3ω0

2k5
x0

√

b(b + 1)(b + k2)

Ω =
−4k4

x0
V 2 + α2ω2

0 + 3bα2ω2
0 + k2α2ω2

0

4k2
x0
ω0
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Серый солитон. Примеры
kx0 = 25, k = 1, c+, α = 10

π
, b = 0.269, µ ∼ 0.143,

V = −2

(

2k2
x0

ω0

)

= −0.008(Ny = 128)

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

th2(α(ξ − π)) + b

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt
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y
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Серый солитон. Примеры

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

th2(α(ξ − π)) + b

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt
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Серый солитон. Примеры
kx0 = 25, k = 0.9,m = 1, c+, α = Tm

4π = 0.725921, b = 16.246, µ ∼ 0.12,

V = −3

(

2k2
x0

ω0

)

= −0.012(Ny = 64)

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

(k2sn2(αξ, k2) + b)

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt
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Серый солитон. Примеры

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

(k2sn2(αξ, k2) + b)

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt
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Серый солитон. Примеры
kx0 = 25, k = 0.9,m = 4, c−, α = Tm

4π = 2.90369, b = 0.343, µ ∼ 0.135,

V = 2

(

2k2
x0

ω0

)

= 0.008(Ny = 128)

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

(k2sn2(αξ, k2) + b)

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt

 0.0008
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Серый солитон. Примеры

Θ(ξ) = c

∫ ξ

0

dy

R2(y)
+

2k2
x0
V

ω0
ξ

R(ξ) = A
√

(k2sn2(αξ, k2) + b)

f (y , t) = R(y − Vt)e iΘ(y−Vt)e−iΩt
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|f (ky , t = 0)| в логарифмическом
масштабе
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Формирование волны-убийцы. Начальный и конечный
спектры.

Основная гармоника kx0 = 25, ky0 = 0, |B0| = 0.0015(µ ∼ 0.12)
Возмущение - "облако шума"dkx = 5, dky = 2
Сетка: Nx = 2048,Ny = 512, шаг интегрирования τ = 0.005

|b(kx , ky , t = 0)| в логарифмическом
масштабе по z

|b(kx , ky , t = 283)| в логарифмическом
масштабе по z
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Формирование волны-убийцы. Начальный и конечный
спектры.

|b(kx , ky , t = 0)| в логарифмическом
масштабе по z

|b(kx , ky , t = 283)| в логарифмическом
масштабе по z
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Формирование волны-убийцы. |b(x , y)| Начальное,
конечное.

|b(x , y , t = 0)| |b(x , y , t = 283)|
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Формирование волны-убийцы. |b(x , y)| Начальное,
конечное.

|b(x , y , t = 0)| |b(x , y , t = 283)|

32 / 35



Формирование волны-убийцы. Свободная поверхность
η(x , y) Начальное, конечное.

η(x , y , t = 0) η(x , y , t = 283)
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Формирование волны-убийцы. Свободная поверхность
η(x , y) Начальное, конечное.

η(x , y , t = 0) η(x , y , t = 283)
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